ENPC - Paris Tech Oral de mathématiques 2021

Sujet 2b

Vous commencerez obligatoirement par exposer le premier exercice.

Exercice 1

1. Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N.

n n—1
(a) Montrer que : Vn € N*, Y "kP(X =k) =Y P(X > k) — nP(X > n).
k=0 k=0

(b) On suppose que la série de terme général P(X > n) est convergente et on note S sa somme.
n

Montrer que Z kEP(X = k) < S et en déduire que X posséde une espérance.

k=0
(c) On suppose que X posséde une espérance.
+oo
i. Etablir 'existence de Z kEP(X = k) et montrer que :
k=n+1
—+o0
VneN, > kP(X =k)>nP(X >n).
k=n+1

ii. En déduire alors que la série de terme général P(X > n) converge et que :
400
E(X)=> P(X > k).
k=0
(d) En déduire que X posséde une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > n) converge et
—+ 00
que, dans ce cas, on a : F(X) = ZP(X > k).
k=0

2. Soit X une variable aléatoire admettant pour densité une fonction f nulle sur R* , continue sur R? et continue

a droite en 0. On note S la fonction définie par : ¢ — P(X > t).
A A
(a) Montrer que : VA > 0, / S(t)dt = AS(A) +/ tf(t)de.
0 0
+00

(b) Montrer que si X admet une espérance alors : VA > 0, AS(A) < / tf(t)dt. En déduire que 'intégrale
A

+o0
/ S(t)dt est convergente et qu’elle est égale & E(X).
0

“+oo
(c) Montrer, réciproquement, que si I'intégrale / S(t)dt est convergente alors X admet une espérance et
0

+oo
que : E(X) = /0 S(t)dt.

Exercice 2

2X 1

-4 X
Calculer la probabilité que M posséde deux valeurs propres distinctes.

X suit la loi N(0,4) (m =0 et 0% = 4). Soit M =
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Sujet 9

Vous commencerez obligatoirement par exposer le premier exercice.

Exercice 1

1. (a) Résoudre sur R I'équation : (1 + 22)y’ — nay =0 (1)

(b) Résoudre sur R I'équation : (1 + 22)y’ — nxy = Ay (2)

2. Montrer que tout polynome & coefficients réels de degré impair admet au moins une racine réelle.

3. Soit n € N*. Soit ¢ : R,[X] — R[X] tel que :
o(P)=(1+X?*P —nXP

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

(b) Ecrire la matrice ® de ¢ dans la base canonique.

(c) Déterminer le noyau de ¢ ? L’application est-elle un automorphisme ?

4. Quelles sont les valeurs propres de ¢ 7

Exercice 2

1. Montrer que la fonction F' définie sur R par :

0 si x<0
In(1+z) .
Fz)={ % go<aeg1
(2) () si x
1 six>1

est une fonction de répartition.

Soit X une variable aléatoire réelle ayant pour fonction de répartition F'.

2. Déterminer une densité de X, et son espérance si elle existe.

1
3. (a) Soit k € N* et t €]0,1[. Calculer P(k < X <k+t).
. 1 1 . L . s .
(b) Soit ¥ = X {XJ , oll |z] désigne la partie entiére du réel z.

Montrer que Y est une variable aléatoire de méme loi que X.
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