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Consignes Vous commencerez par exposer le premier exercice. La préparation dure 15 minutes, l’exposé 50 mi-
nutes.

Pour tout problème de compréhension de notation, ne pas hésiter à m’appeler.

Ne rien écrire sur le sujet.

L’usage de la calculatrice est interdit.
W

Exercice 1 ∣ (Solution : ??) Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un même espace probabilisé
(Ω,𝒯,P).

1. SoientU et V deux variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2. On rappelle qu’alorsUV possède
une espérance. En considérant la quantité E ((λU+V)2) pour tout λ ∈R, montrer l’inégalité suivante :

(E (UV))2 ⩽ E (U2)E (V2) .

2. On considère une variable aléatoire X à valeurs positives, qui n’est pas quasi certaine et qui possède une variance.
On désigne par α un réel de [0,1]. On admet que E (X2) ≠ 0 et on note (⋆) l’inégalité :

P (X > αE (X)) ⩾ (1−α)2
(E (X))2

E (X2)
. (⋆)

2.1) Que devient (⋆) si X suit une loi binomiale de paramètres 𝑛 ∈N et 𝑝 ∈ [0,1]?
2.2) En déduire que : (1−𝑝)𝑛−1 ⩽ 1

(𝑛−1)𝑝+1 .
3. Onsouhaitedémontrer (⋆)danscettequestion.OnnoteY la variable aléatoire indicatricede l’événement {X > αE (X)},

c’est-à-dire :

Y = { 1 si X> αE (X) ,
0 sinon.

3.1) Écrire l’espérance de Y en fonction de X et α.
3.2) Vérifier l’inégalité : X⩽ αE (X)+XY.
3.3) Conclure.

Exercice 2 ∣ (Solution : ??) On note F l’espace vectoriel des fonctions définies sur J =]−1,∞[ à valeurs réelles. Soit 𝑝 ∈N,
on définit pour tout 𝑘 ∈ J−1 , 𝑝K, les fonctions 𝑓𝑘 par :

∀𝑥 ∈ J, 𝑓−1(𝑥) = ln(1+𝑥), ∀𝑘 ∈ J0 , 𝑝K, 𝑓𝑘(𝑥) =
1

(1+𝑥)𝑘
.

1. 1.1) Montrer queℬ= (𝑓𝑘)𝑘∈J−1 ,𝑝K est une famille libre. On notera dans la suite E = Vectℬ.
1.2) Que vaut dimE?

2. On note 𝑢 l’application

𝑢
||||
E ⟶ F
𝑓 ⟼ 𝑢(𝑓) avec 𝑢(𝑓) ∶ 𝑥 ∈ J⟼ (1+𝑥)𝑓′(𝑥).

2.1) Déterminer 𝑢(𝑓𝑘) pour tout 𝑘 ∈ J−1 , 𝑝K, en déduire que 𝑢 est un endomorphisme de E.
2.2) Déterminer son noyau et son image.
2.3) Déterminer ℳat

ℬ
(𝑢) . L’endomorphisme 𝑢 est-il diagonalisable?
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Vous commencerez obligatoirement par exposer le premier exercice.

Exercice 1

Soit F : x→ 1

e−x + 1
.

1. F est-elle la fonction de répartition d’une variable à densité ?

Si Oui, donner une densité f .

2. On définit X une variable aléatoire de fonction de répartition F .

(a) Montrer que X admet des moments à tout ordre.

(b) Déterminer l’espérance de X.

3. On définit g telle que g(x) =
ex − 1

ex + 1
.

(a) Montrer que g définit une bijection de R dans ]− 1, 1[.

(b) On pose Y = g(X). Montrer que la loi suivie par Y est une loi uniforme.

(c) Déterminer E(Y ) et V (Y ).

Exercice 2

Soit n un entier non nul et (En) l’équation d’inconnue x :

(En) 1 + ln(x+ n) = x

Soit fn la fonction définie sur R+ par fn(x) = x− ln(n+ x)− 1.

1. Pour n fixé supérieur ou égal à 1, montrer que (En) admet une unique solution an sur R+.

2. Etudier la monotonie de la suite (an)n>1.

3. Pour n assez grand, et en déterminant le signe de fn(n) puis de fn(lnn), comparer pour la relation d’ordre les

trois réels n, lnn et an.

4. En déduire la limite de la suite (an)n∈N∗ .

5. (a) Déterminer une constante C telle que les suites (an) et (C lnn) soient équivalentes.

(b) Déterminer un équivalent simple de ean .

6. Montrer que la suite (an − C lnn)n>1 est convergente et déterminer sa limite `.
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